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ALGORITHMS AND UNCERTAINTIES IN MEASUREMENTS 
OF DISTRIBUTIONS CHARACTERISTIC FUNCTIONS 

OF ERGODIC RANDOM PROCESSES 
 
 
А н н о т а ц и я. Приведены алгоритмы и погрешности измерений распределений и 
характеристических функций эргодических случайных процессов аналоговым и цифровым 
методами. Они получены на основе комплексного подхода к определению погрешностей. 

A b s t r a c t. Algorithms and uncertainties in measurements of distributions and character-
istic functions of ergodic random processes obtained by analog and digital methods are pre-
sented. they are obtained on the basis of the complex approach to uncertainties definition.  

К л ю ч е в ы е  с л о в а: эргодические случайные процессы, распределения и харак-
теристические функции, алгоритмы измерения, погрешности. 

K e y  w o r d s: ergodic random processes, distributions and characteristic functions, algo-
rithms of measurement, uncertainties. 
 
 

Введение 

В статье [1] приведены известные и даны новые определения характеристик эргодиче-
ских случайных процессов. Реальные алгоритмы измерения отличаются от этих определений 
конечной длительностью 2T  и погрешностью измерения реализации  x t . Поэтому результа-

тами измерений являются оценки этих характеристик • , неточность которых характеризует-

ся математическими ожиданиями  • •m  и ковариационными функциями  • •R  их погреш-

ностей. Они по-разному учитываются при аналоговых и цифровых измерениях. Так, при ана-
логовых измерениях погрешность        ,   где  t x t x t x t    получаемая в результате 

измерения оценка реализации  x t . При цифровых измерениях длительность измерения дис-

кретна 02nT , где 0T   шаг равномерной дискретизации; 2n   количество таких шагов. По-

грешность цифровых измерений    i il it x x t   , где ilx   цифровой отсчет; i   номер изме-

рения ( , ..., 1, 0,1, ...,i n n   ); l   уровень квантования ( 1, 2, ...,l  g, ..., k, …, q, ..., r, ...) [2, 3]. 
В данной статье приводятся алгоритмы аналоговых и цифровых измерений распределе-

ний и характеристических функций, получены математические ожидания и корреляционные 
функции погрешностей этих алгоритмов с применением комплексного подхода к их опреде-
лению [2–5]. 
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Распределения и характеристические функции 

Оценка одномерного распределения вероятности 
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Математическое ожидание  Wm X  и корреляционная функция  1 2,WR X X  ее по-

грешности: 

        

  

   

        

0

1 2

1 1

1

1 1
0

1 2 1 2 1 2

2 1 2 1 2 1 1 1 1 2 22

2 1 2 1 22 2
0

1

2

1
; ,..., ;

2

, ,

1
, ,

4

1
, ,

4

i

i

X T

W w
T

t Tn

nk nr
i n t

X X

W w

T T

T T

m X m Z dZ W X x t W X dt
T

W X t x x W X dt
nT

R X X R Z Z dZ dZ

W X X x t x t W X x t W X x t dt
T

W X X t t
n T

 
 






 
 

 

     

   

 

            



 

 

 

 




1 11 1

 

1 1 1 1 2 2

; ,...,

; ,..., ; ,..., ,

n nn n

nk nr
i n u n i n u n

nk nr nk nr

x x

W X t x x W X t x x dt

  


   

 

   

       

   

 

где 1 2 1 2  и  ,W X W X X          
одномерное и двумерное распределения вероятностей при из-

вестной оценке реализации, которая при аналоговых измерениях получается непосредственно, 
а при цифровых измерениях находится после восстановления ее по дискретным отсчетам 

,...,nk nrx x . 

Оценка двумерного распределения вероятности: 
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где    целая часть частного 0T . 

Математическое ожидание  1 2; ,Wm X X   и корреляционная функция 

 11 21 1 12 22 2; , ; ; ,WR X X X X    ее погрешности: 
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где 4 11 21 12 22, , ,W X X X X    четырехмерное распределение вероятностей при известной 

оценке реализации. 
Оценка n-мерного распределения вероятности: 
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где 1 2, ,...,n nW X X X     
n-мерное условное распределение вероятностей. 

Математическое ожидание  1 2 12 1; , ;...; ,W n nm X X X    и корреляционная функция 

 11 21 12 1 1 1 1 12 22 12 2 2 1 2; , ; ...; , ; ; , ; ...; ,W n n n nR X X X X X X         ее погрешности: 
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где 2 11 21 1 12 22 2, ,..., , , , ..., •n n nW X X X X X X     
2n-мерное условное распределение вероятностей; 

12 13 1 12 13 1... ;     ...n n             

Оценка двумерного взаимного распределения вероятности совместно эргодических 
процессов: 
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где  2 ; ,w Z H  
 
оценка двумерной плотности вероятности; 2 , •W X Y     двумерное услов-

ное взаимное распределение вероятностей. 
Математическое ожидание  ; ,Wm X Y   и корреляционная функция 

 1 2 1 2 2 2; , ; ; ,WR X Y X Y    ее погрешности: 
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где 2 4 1 1 2 2,    и  , , ,W X Y W X Y X Y         двумерное и четырехмерное условные распределения 

вероятностей. 
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Оценка одномерной плотности вероятности: 
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Математическое ожидание  wm X  и корреляционная функция  1 2,wR X X  ее по-

грешности: 
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где 1 2 1 2•   и  , •w X w X X        одномерное и двумерное условные плотности распределения 

вероятностей. 
Оценка двумерной плотности распределения вероятности: 
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Математическое ожидание  1 2; ,wm X X   и корреляционная функция 

 11 21 1 12 22 2; , ; ; ,wR X X X X    ее погрешности: 
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где 4 11 21 12 22, , , •w X X X X     
четырехмерная условная плотность распределения вероятностей. 

Оценка n-мерной плотности распределения вероятности, математическое ожидание и 
корреляционная функция ее погрешности: 
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где 1 2 2 11 21 1 12 22 2, ,..., •   и , ,..., , , ,..., •n n n n nw X X X w X X X X X X        n-мерная и 2n-мерная 

условные плотности распределения вероятности; 12 13 1... ;n       12 13 1... .n       
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Оценка двумерной взаимной плотности распределения вероятности совместно эргоди-

ческих процессов, математическое ожидание и корреляционная функция ее погрешности: 
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где 2 4 1 1 2 2, •   и  , , , •w X Y w X Y X Y         
условные плотности вероятностей. 

Оценка одномерной характеристической функции и характеристики ее погрешности со-
ответственно: 
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где 1 2 1 2•   и  , •j j j             
условные характеристические функции. 
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Оценка n-мерной характеристической функции, математическое ожидание и корреляци-

онная функция ее погрешности: 
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где 11 21 1 2 11 21 1 12 22 2, , ..., • и , ,..., , , ,..., •n n n n nj j j j j j j j j                   
n-мерные и 2n-мерные 

условные характеристические функции. 
Оценка двумерной взаимной характеристической функции совместно эргодических 

процессов, математическое ожидание и корреляционная функция ее погрешности: 
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Выводы 

 
Полученные на основе комплексного подхода математические ожидания и корреляци-

онные функции погрешностей результатов измерений позволяют адекватно, во взаимодей-
ствии между собой, учесть влияние конечной длительности и погрешностей реализации для 
аналоговых и цифровых измерений распределений и характеристических функций случайных 
процессов. Они исключают некорректное суммирование этих элементарных погрешностей.  
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