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Аннотация. Актуальность и цели. Сформирована задача оптимизации наземных измерений индекса листовой 

площади с учетом изменения зенитного угла Солнца в течение восхода и захода в противоположном порядке.  
Материалы и методы. Предложена среднеинтегральная модификации индекса LAI в виде некоторого функцио-
нала. Результаты и выводы. Определено, что предложенный функционал с учетом введенного ограничительного 
условия имеет экстремали в виде функциональных зависимостей поступающей оптической радиации и проходя-
щей через крону растительности оптической радиации от зенитного угла Солнца. Показано, что первый из этих 
экстремалей обеспечивает максимум целевого функционала а второй минимум. 
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Abstract. Background. In the article, the problem of optimizing ground measurements of the sheet area index was 

formed taking into account the change in the Solz zenith angle during sunrise and approach in the opposite order.  
Materials and methods. A mid-integral modification of the LAI index in the form of some functionality is proposed. Results 
and conclusions. It is determined that the proposed functionality, taking into account the introduced limiting condition, 
has extremals in the form of functional dependencies of incoming optical radiation and optical radiation passing through 
the vegetation crown from the zenith angle of the Sun. It is shown that the first of these extremals provides the maximum 
target functionality and the second minimum. 
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Введение 

Индекс листовой площади (LAI) определяется в качестве суммы односторонних площа-
дей листьев, приходящейся на некоторую фиксированную площадь земли, и рассматривается  
в качестве основного биофизического параметра, влияющего на такие процессы, как фотосин-
тез, транспирация и энергобаланс на поверхности земли [1, 2]. Данные об индексе LAI изуча-
лись в таких космических проектах, как MODIS, POLDER, GLOBCARBON, CYCLOPS [3].  
Для валидации космических данных, касающихся LAI, исследования по проведению наземных 
проксимальных измерений осуществлялись во многих научных центрах США, Канады и Ев-
ропы [4, 5]. 

В целом методы измерения LAI делятся на прямые и косвенные методы. В прямом методе 
осуществляется измерение площадей листьев, приходящихся на некоторую фиксированную 
площадь земной поверхности. При этом существуют планиметрический и гравиметрический 
подход к реализации этого метода [6, 7]. 

Что касается косвенных методов, то согласно статье [6] эти методы разделяются на кон-
тактные и неконтактные. Контактные методы базируются на установлении связи этого индекса 
с измеряемыми аллометрическими показателями растений [1, 6]. Неконтактные косвенные ме-
тоды основываются на измерении оптической радиации, поступающей на крону растения и про-
шедшей через нее. В этом отношении наиболее показателен измерительный эксперимент, суть 
которого подробно изложена в работе [7] и заключается в следующем. Под кроной растения 
были установлены 15 сенсоров для измерения фотосинтетически активной радиации (PAR). 

Для вычисления поглощенной части PAR (FAPAR) использовалась формула 

  in out t

in

PAR PAR PARFAPAR
PAR

− −= ,  (1) 

где inPAR  – входящая ;PAR  outPAR  – отраженная часть inPAR ; tPAR  – прошедшая через крону 
растения ,PAR  зависящая от зенитного угла Солнца.  

Индекс LAI определялся по формуле [8]  
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где k – коэффициент ослабления, определяемый по формуле  
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где показатель x  является функцией распределения угла эллипсоидальных листьев. 
Вместе с тем, согласно работе [7], вышеуказанная методика была опробована в течение 

ограниченного интервала времени дня, между 10.00 и 14.00. Между тем зенитный угол θ  изме-
няется как в процессе восхода, так и захода солнца, что дает все основания полагать наличие 
экстремума в функции временной зависимости ( ).k t  В течение восхода Солнца зенитный угол 
уменьшается, следовательно, в соответствии с формулой (3) уменьшается и ( )k θ . Следова-
тельно, определенный интерес представляет следующий вопрос: в какое время суток следует 
осуществлять измерение LAI и какова разница между результатами измерений, проведенных  
в течение восхода и захода Солнца. Далее изложены результаты проведенных исследований 
авторов данной работы, посвященной указанному вопросу. 

Материалы и методы 

Прежде всего отметим, что в течение проведенных исследований использовали средне-
интегральную модель срLAI , определяемую как 
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Далее с учетом зависимости (3), а также очевидной функциональной зависимости inPAR  
от θ  была введена функция  

( )( )  inPAR k=ϕ θ   (5) 

или просто 

( )1  inPAR f k= .  (6) 

Была поставлена задача определения такого вида функции ( ),f k  при которой срLAI  до-
стиг бы экстремальной величины. 

Также была сформулирована альтернативная задача, заключающаяся в поиске такой 
функциональной зависимости 

( )2  tPAR f k= , (7) 

при которой срLAI  достиг бы экстремальной величины. 

Для решения вышеуказанных задач на искомые функции ( )1f k  и ( )2f k  были наложены 
следующие ограничительные условия: 
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Геометрическая интерпретация условий (8) и (9) показана на рис. 1, где группа кривых, 
обозначенных цифрой 1, соответствует измерительному эксперименту, проводимому при за-
ходе Солнца, когда уменьшаются ( )1f k  и ( )2f k  с ростом θ  и ( )k θ . Группа кривых, обозна-
ченная цифрой 2, соответствует случаю проведения измерительного эксперимента в течение 
восхода Солнце. 

 

 
Рис. 1. Схематическая интерпретация ограничительных условий (8) и (9) 

 
Рассмотрим процедуру решения первой сформулированной задачи. Для упрощения за-

писи далее коэффициенты ослабления будем обозначать как k. С учетом уравнений (4) и (5) 
целевой функционал 1F  решаемой оптимизационной задачи определим как  
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С учетом формул (8) и (10) составим целевой функционал 10F  безусловной вариационной 

оптимизации: 
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max min

ln /1    
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F dk f k dk C

k k k

 
= +λ − 

−   
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где 1λ  – множитель Лагранжа. 
Согласно уравнению Эйлера – Лагранжа решение задачи (11) должно удовлетворить 

условию [8] 
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Из условия (12) находим  
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Из уравнения (13) получаем  
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Для вычисления воспользуемся выражениями (8) и (14), имеем 
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Из уравнения (15) находим  

max
1

1 min

1  ln k
C k k

 
λ

Δ
=−  

 
, (16) 

где max min  k k kΔ = − . 
С учетом выражений (14) и (16) получим 
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Таким образом, при ( )1f k  в виде (17) функционал 10F  достигает экстремума. При этом 
решение (17) приводит 10F  к максимуму, так как проверка по знаку второй производной подын-
тегрального выражения (11) по искомой функции показывает, что экстремум является макси-
мумом. Указанный максимум с учетом (10) и (17) вычисляется как  
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Рассмотрим решение второй сформулированной задачи.  
С учетом уравнений (4) и (7) сформируем следующий целевой функционал задачи опти-

мизации  
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где 1λ  – множитель Лагранжа. 
Согласно уравнению Эйлера – Лагранжа решение уравнения (19) должно удовлетворить 

условию (8) 
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Из выражения (20) находим  
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С учетом выражений (9) и (21) получим  
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С учетом выражений (21) и (23) находим  
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Таким образом, решение уравнения (24) обеспечивает экстремум функционала (19).  

Обсуждение 

Сравнивая решения (17) и (24), нетрудно увидеть, что они отличаются только величиной 
постоянных фигурирующих в числителе. 

Однако в отличие от решения (17) выражение (24) приводит функционал (19) к мини-
муму. Чтобы убедиться в этом, достаточно вычислить вторую производную подынтегрального 
выражения функционала (19) и убедиться, что результат имеет положительный знак. 

Таким образом, несмотря на то, что группа кривых 1 на рис. 1 качественно характеризует 
экстремали целевых функционалов рассматриваемых двух задач, в первой задаче эти кривые 
обеспечивают максимум функционала, а во втором случае – минимум. 

Заключение 

Сформулирована и решена задача оптимизации наземных проксимальных измерений ин-
декса листовой площади. Исследованы экстремальные свойства предложенной среднеинте-
гральной модификации индекса LAI, в которой учитывается факт изменения зенитного угла  
в течение восхода и захода Солнца в противоположном порядке. Показано, что существуют 
экстремали в виде вновь введенных функциональных зависимостей поступающей оптической 
радиации и проходящей через растительность оптической радиации от зенитного угла Солнца. 
Однако в первом случае вычисленный экстремаль обеспечивает максимум целевого функцио-
нала в виде среднеинтегральной оценки LAI, а во втором случае – минимум. 
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